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Аннотация. Разработаны теоретические основы расчета технологических показателей стацио-
нарного состояния биотехнологического процесса с нелинейной кинетикой роста микроорганизмов. 
Целью разработки являлось получение общей методологической основы для вычисления входных по-
казателей, определяющих реальное осуществление технологии с учетом всех возможных ограниче-
ний на концентрацию поступающего субстрата, Sf, г/л, и величину протока, D, ч

-1
. Разработка теории 

базировалась на использовании математической модели одного из наиболее распространенных про-
цессов получения молочной кислоты. Математическая модель включает три уравнения материаль-
ного баланса (по биомассе, субстрату и продукту) и уравнение кинетики роста микроорганизмов. По-
лучены расчетные соотношения для вычисления предельного значения величины протока, D

пред
, 

 
при 

заданном Sf, соотношения для максимального и минимального значения Sf, а также показатели Sf и D, 

обеспечивающие максимальное значение продуктивности, QP, г/(лч), где QP = PD (P – концентрация 
продукта, г/л). Разработаны соотношения для расчета показателей возможной реализации процесса 
для двух вариантов при одном и том же значении QP: при заданном Sf вычисляются два значения D и 
при заданном D вычисляются два значения Sf. Приведен численный эксперимент с использованием кон-
стант математической модели, подтвержденных исследованиями зарубежных ученых. Численный 
эксперимент проиллюстрирован портретом зависимости Sf  от D, определяющим область допусти-
мых значений Sf и D, расчет показателей по которой разделен на части по Sf. Приведены расчетные 
формулы по каждой из частей. В заключении отмечено, что разработанная теоретическая база носит 
достаточно общий характер и может быть распространена на технологии биотехнологических про-
цессов с другими кинетическими соотношениями, штаммами микроорганизмов, образующими побочные 
продукты и использующими сырье, из которого воспроизводится субстрат в процессе синтеза. 
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Abstract. The paper describes a theoretical basis developed for estimating the parameters of a steady-state 
biotechnological process characterized by nonlinear microorganism growth kinetics. This study aimed to ob-
tain a common methodological basis for estimating input parameters that determine actual technology im-
plementation, taking into account all possible restrictions on the concentration of incoming substrate Sf (g/l) 
and dilution rate D (h

-1
). The theory development was based on a mathematical model describing one of the 

most common processes of lactic acid production. This mathematical model includes three mass balance 
equations (for biomass, substrate, and product), as well as an equation of microorganism growth kinetics. 
The study established relations for calculating the ultimate value of the dilution rate D

ult
 at a given Sf, rela-

tions for the maximum and minimum values of Sf, as well as Sf and D providing the maximum productivity 
value QP, g/(l·h), where QP = PD (P – product concentration, g/l). These relations were designed to calculate 
the parameters of possible process implementation for two options at the same value of QP: two values of D 
calculated for a given Sf and two values of Sf calculated for a given D. A numerical experiment is described 
using the constants of the mathematical model confirmed by foreign studies. This numerical experiment is 
illustrated using an Sf-D dependence pattern determining an acceptable value range for Sf and D, with the 
separate calculation of parameters according to Sf sections. For each of these sections, calculation formulas 
are provided. It is concluded that the developed theoretical basis is sufficiently general in nature to be ap-
plied to biotechnological processes that involve other kinetic relations, as well as microorganism strains cre-
ating by-products and using raw materials that are employed to reproduce the substrate in the process of 
synthesis. 
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ОБОЗНАЧЕНИЯ 

D – величина протока, ч
-1

; 
D

пред
 – предельное значение протока, ч

-1
; 

Ki – константа ингибирования субстратом, г/л; 
Km – константа насыщения субстрата, г/л; 
P – концентрация продукта, г/л; 
Pm – максимальная концентрация продукта, г/л; 
Qp – продуктивность, г/(л·ч);  
S – концентрация субстрата, г/л;  
Sf – концентрация субстрата в поступающем по-
токе, г/л;  
X – концентрация биомассы, г/л;  
µ – удельная скорость роста биомассы, ч

-1
; 

µm – максимальная удельная скорость роста 
биомассы, ч

-1
; 

YX/S – стехиометрический коэффициент, г/г; 
α – константа, г/л; 
β – константа, ч

-1
. 

 
ВВЕДЕНИЕ 
Процессы микробиологического синтеза яв-

ляются одними из важнейших при производстве 
продуктов, находящих применение в пищевой 
промышленности, фармацевтике, ветеринарии, 
сельском хозяйстве и др. Оценка показателей 

технологического процесса осуществляется с 
применением адекватных математических моде-
лей, разработанных с учетом кинетики и способа 
организации процесса и основанных на резуль-
татах экспериментальных исследований. Однако 
многообразие и специфика процессов микробио-
логического синтеза затрудняют формирование 
общего подхода к их моделированию и получе-
нию оценок технологических параметров произ-
водства. В данной публикации рассмотрен про-
цесс синтеза молочной кислоты как продукта, 
наиболее широко использующегося в мировой 
практике для целей пищевой, косметической, 
фармацевтической, текстильной и химической 
промышленности

1
 [1–4].  

Молочная кислота производится либо мик-
робной ферментацией, либо химическим синте-
зом [5, 6]. Нами рассматривается микробная 
ферментация, при которой используются гомо-
ферментативные и гетероферментативные мо-
лочные бактерии

1
. Ниже приведено обоснование 

выбора именно этого процесса, научные разра-
ботки которого позволяют наиболее полно, с 
учетом отдельных особенностей, сформулиро-
вать необходимые оценки. 

   

1
Промышленная микробиология: учеб пособие для вузов по специальности «Микробиология» и «Биология» / 

З. А. Аркадьева, А. М. Безбородов, И. Н. Блохина и др.; под ред. Н. С. Егорова. М.: Высш. шк., 1989. 688 с. 
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Молочная кислота (CH3CHOHCOOH) может 
существовать в виде двух оптических изомеров 
(рис. 1), отличающихся пространственным рас-
положением атома водорода и спиртового гид-
роксила [1]: 

 

 
 

Рис. 1. Изомеры молочной кислоты:  
а – D(-)-молочная кислота; b – L(+) молочная кислота 
 

Fig. 1. Lactic acid isomers:  
a – D(-)-lactic acid; b – L(+)-lactic acid 

 
D(-)-молочная кислота не усваивается орга-

низмом, а L(+)-молочная кислота усваивается 
полностью. Это различие в значительной степе-
ни определяет заинтересованность получения 
именно L(+)-молочной кислоты. Поскольку при 
химическом способе не удается получать чистую 
L(+)-молочную кислоту, то преимущество в этом 
случае на стороне ферментативного способа. 

Ферментативному способу получения молоч-
ной кислоты посвящен довольно большой ряд 
публикаций. Так, в работе [7] приведен перечень 
штаммов, продуцирующих молочную кислоту 
(всего 61 штамм), а также перечень способов 
ферментации (50 позиций). В обзоре [8] даны 
кинетические соотношения, учитывающие эф-
фекты ингибирования биомассой, продуктом, 
субстратом и т.п. при использовании емкостных 
ферментеров с перемешиванием среды. 

Виды используемых математических моде-
лей микробиологического синтеза отличаются 
друг от друга, при этом количество используе-
мых математических соотношений довольно 
ограничено [8–10]. При моделировании непре-
рывного процесса синтеза используются три 
уравнения баланса – по биомассе, субстрату и 
продукту соответственно [11–15]: 

 
0;X DX                             (1) 

 
1

( ) 0;
/

D S S X
YX S

  f                     (2) 

 
( ) 0,DP D X                           (3) 

 
а также уравнение удельной скорости роста 
биомассы: 
 

μ μ 1 .
/2

P S

P K S S K
m

m m i
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             (4) 

Из системы (1)–(4) получаем: 
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 
 

 
 
 
 

QPSf1,2

B D 4K K Qm i PS = ± - +f1,2 22 Y D+X SB D

, (5) 

 
где 

 

 
 

1 .
 
 
 
 

DP -Qm m PB D = K -i 2P Dm

                 (6) 

 
Соотношения (5) и (6) формируют две зави-

симости Sf от D, в которых взаимосвязаны три 
показателя – Sf, D и QP. 

В работе [7] приведены константы уравне-
ний, описывающих процесс ферментативного 
синтеза молочной кислоты (табл. 1). Система 
уравнений (1)–(6) в совокупности с константами ис-
пользуется для оценки технологических показателей 
процесса непрерывного синтеза L(+)-молочной кис-
лоты. 

 
Таблица 1. Значения констант 
 

Table 1. Values of constants 
 

Константа Значение 

µm, ч
-1

 0,48 
Pm, г/л 50 
Km, г/л 1,2 
Ki, г/л 22 

YX/S, г/г 0,4 
α, г/л 2,2 
β, ч

-1
 0,2 

 
ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
Величина протока D ограничена значением, 

при котором поступающий субстрат вымывается 
из ферментера, не вступив в процесс синтеза. 
Это означает, что при использовании равенств 

(1) и (4) имеем =D
пред

; P=0; S=Sf, т.е. 
 

2
.

K Sпред i fD = m
K K +K S +Sm i i f f

          (7) 

 
Таким образом, для любого значения Sf на 

входе в ферментер значение D не может пре-
вышать или быть равным D

пред
. 

Величина продуктивности ограничена макси-
мальным значением maxQP, которая рассчиты-
вается по соотношению 

 

1 2

4 2 1

.


 
   

  
 

Pm mmaxQ =P
Km +
Ki

                    (8) 
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Заданная продуктивность процесса QP долж-
на быть меньше максимальной: 

 

QP<maxQP.                             (9) 
 

Значения протока и концентрации субстрата 
на входе в ферментатор, отвечающие макси-
мальной продуктивности, определяются следу-
ющими зависимостями: 

 

  ;
1 2

2 2 1



 
   

  
 

mD maxQ =P
Km +
Ki

                 (10) 
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PmS maxQ = K Kf P m i
KmY + +X S
Km i

1 2 (11) 

 

При заданной продуктивности величина про-

тока ограничена значениями 1
*D  и 2

*D :  
 

1
1 2

2 2 1

1 2
4

1 1 2 1 ;
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Km +
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Q KP m+ - +
P Km m i

       (13) 

 

и действительное значение D должно находить-
ся в пределах 
 

1 2.* *D < D < D                            (14) 

 
Значение концентрации субстрата в потоках 

1
*D  и 2

*D  можно определить из следующих вы-

ражений: 
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 
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1 111 22

1

;
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

*B D
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     (15) 

 

 
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2 4
1 122 22

2

.

 

 
 

 
 
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

*B D
K K* m iS D = - -f *B D

QP
*Y D +X S 2

    (16) 

Аналогично тому, как существуют предель-
ные значения протока, отвечающие заданной 
продуктивности, можно говорить и о предельных 
концентрациях субстрата, ограничивающих об-
ласть возможных параметров процесса. С этой 
целью методом нелинейного программирования 
(в частности, методом половинного деления) 
можно найти максимальное значение концен-

трации субстрата 
1

maxS
f

 и соответствующее ему 

значение протока D
max

 путем исследования 
функции Sf по D: 

 

 

   

4
1 1

22
,

 

 
 
 
 

B D K K Qm i PS = + - +f
Y D+X SB D

  (17) 

 

и минимальные значения 
2

minS
f

 и minD  путем 

минимизации функции Sf по D: 
 

 

   

4
1 1

22
.

 

 
 
 
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Найденные таким образом значения прото-

ков 1
*D  и 2

*D , соответствующие им значения кон-

центрации субстрата  11
*S Df  и  22

*S Df , а также 

значения предельных протоков D
max

 и D
min

 и со-
ответствующие им значения концентрации суб-

страта  1
maxS Df  и  2

minS Df  определяют об-

ласть возможных значений Sf и D, обеспечива-
ющих заданную продуктивность QP. 

В качестве примера рассмотрим синтез 
L(+)-молочной кислоты с использованием кон-
стант (см. табл. 1). 

Максимальная продуктивность по (8): 
maxQP=4,09 г/(л·ч). 

Задаем продуктивность процесса с учетом 
(9): QP=3,0 г/(л·ч). 

Вычисляем минимальное значение протока 

по (12): 0,0791 ч1
1 *D .  

Вычисляем концентрацию субстрата в потоке 

1
*D  по (15):  11

*S D =f 25,18 г / л . 

Вычисляем максимальное значение протока 

по (13): 2
*D = -10,2481ч . 

Вычисляем концентрацию субстрата в потоке 

2
*D  по выражению (16):  22

*S D =f 15,175 г / л . 

Методом нелинейного программирования по 
выражению (15) находим значение максимально-

го протока: maxD = -10,11ч , и соответствующую 

ему концентрацию субстрата:  

 1
maxS D =f 37,31г / л . 
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Методом нелинейного программирования по 
выражению (16) находим значение минимально-

го протока: minD = -10,22 ч , и соответствующую 

ему концентрацию субстрата:  
 

 2
minS D =f 13,51г / л . 

 

 
 

Рис. 2. Портрет области, определяющей значения  
протока D и концентрации субстрата 

на входе в ферментатор Sf  
при заданной продуктивности QP=3,0 г/(л·ч) 

 

Fig. 2. Portrait of the area defining the Sf and D values 

 
Полученные данные используем при постро-

ении портрета области, определяющей значения 
Sf и D (см. рис. 2). Характерные точки на портре-
те в наших обозначениях:  

1
*D = Dmin ; 2

*D = Dmax ; 

 

 1
maxS = S Dfmax f ;  2

minS = S Dfmin f . 

 
По координатам обозначенных на портрете 

ограничивающих линий 1, 2, 3, воспроизведен-
ных по уравнениям (5) и (6), в дальнейшем будут 
рассчитываться показатели Sf и D для техноло-
гического процесса (см. рис. 2).  

 
ОЦЕНКА ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  
ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
Поскольку все три показателя – Sf, D и QP, 

взаимосвязаны по уравнениям (5) и (6), поста-
новка задачи формулируется в двух вариантах. 
Для обоих вариантов принятой является величи-
на продуктивности, рассчитанная по уравнению 
(9). 

По первому варианту задается значение 
концентрации субстрата Sf из области QP и 
определяется значение протока D, обеспечива-
ющего принятую продуктивность. 

Для первого варианта область возможных 
концентраций субстрата Sf делится на три части 
(на рис. 2 они ограничены горизонтальными ли-
ниями 1–3). Такое деление необходимо, так как 
для каждой части используются свои расчетные 
соотношения (табл. 2). 

 
Таблица 2. Расчетные соотношения и результаты расчета стационарных процессов синтеза  
L(+)-молочной кислоты с продуктивностью QP=3,0 г/(л·ч) 
 

Table 2. Comparison of Part I process parameters for QP=3.0 g/(l h) and Sf=34.24 g/l 
 

Варьируемая переменная 
Расчетное 

соотношение 
Результаты 

расчета 
Диапазон 

изменений 
Принятое  
значение 

Первый вариант 

 11 1

* maxS D < S < Sf f f
 

(по линии 1) 

Sf = 34,24 г/л 
 

   

4
1 1 0

22  

 
 
 
 

B D K K Qm i PS - + - - =f
Y D+X SB D

 
D1 = 0,09 ч-1; 

D2 = 0,1424 ч-1 

   2 11 1
* *S D < S < S Df f f  

(по линии 2) 

Sf = 19,6 г/л 

 

   

4
1 1 0

22  

 
 
 
 

B D K K Qm i PS - - - - =f
Y D+X SB D

 D1 = 0,10 ч-1 

 

   

4
1 1 0

22  

 
 
 
 

B D K K Qm i PS - + - - =f
Y D+X SB D

 D2 = 0,232 ч-1 

 21
min *S < S < S Df ff

 

(по линии 3) 

Sf = 14,66 г/л 
 

   

4
1 1 0

22  

 
 
 
 

B D K K Qm i PS - - - - =f
Y D+X SB D

 
D1 = 0,17 ч-1; 

D2 = 0,2473 ч-1 

Второй вариант 

1 2
* *D < D < D  D = 0,15 ч-1 

 

   

41 1 1
22  

 
 
 
 

B D K K Qm i PS = + - +
f Y D+X SB D

 1S =
f

22,87  г/л 

 

   

42 1 1
22  

 
 
 
 

B D K K Qm i PS = - - +
f Y D+X SB D

 

2S =
f

15,90

15,902S =
f

 г/л 
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В первой части, расположенной выше линии 1, 
концентрация субстрата меняется в пределах от 

 11
*S Df  до 

1

maxS
f

. Для области, представленной 

на рис. 2, она составляет от 25,18 до 37,31 г/л. 
Принятое нами в качестве примера значение 
концентрации, равное 34,24 г/л, позволило путем 
решения нелинейного уравнения получить два 
значения протока – D1 = 0,09 ч

-1
, D2 = 0,1424 ч

-1
, 

которые обеспечивают заданную продуктивность 
QP = 3,0 г/(л·ч) (см. табл. 2). Оба протока соот-
ветствуют стационарным режимам протекания 
процесса, но характеризуются различием значе-
ний таких показателей, как концентрация био-
массы, Х, концентрация субстрата, S, и концен-
трация молочной кислоты, Р, в аппарате 
(табл. 3).  

Решение нелинейных уравнений позволяет 
определить величину протоков и в двух других 
диапазонах концентрации субстрата (см. табл. 2). 
Важно отметить, что в каждом случае получают 
два значения протока, соответствующих стацио-
нарным режимам синтеза молочной кислоты. 
 
Таблица 3. Показатели стационарных процессов  

синтеза молочной кислоты при концентрации  
субстрата в питании Sf=34,21 г/л  
и продуктивности QP=3,0 г/(л·ч)  
 

Table 3. Parameters of the stationary process  

of lactic acid synthesis 
 

Величина  
протока, D, ч-1 

Показатель 

Х, г/л S, г/л Р, г/л 

0,09 7,54 15,39 33,33 
0,1424 5,85 19,60 21,13 

Значения Х, S и Р получены путем решения уравне-
ний (1)–(4). 

 

По второму варианту задается значение про-

тока, которое согласно выражению (14) должно 

находиться в пределах 1 2
* *D < D < D , и вычисляют 

два значения концентрации субстрата на входе в 

ферментатор – 1S
f

 и 2S
f

 (см. табл. 2). 

В результате решения уравнений получаем 

входные координаты двух стационарных процес-

сов синтеза –  1D,S
f

 и  2D,S
f

. 

 

Для примера величина протока D была вы-
брана равной 0,15 ч

-1
. Решение двух нелинейных 

уравнений (см. табл. 2) позволило определить 
концентрации субстрата, поступающего в фер-
ментатор, которые обеспечивают стационарные 
режимы синтеза кислоты при заданной продук-
тивности – QP = 3,0 г/(л·ч). В табл. 4 приведены 
основные показатели этих процессов. 
 
Таблица 4. Показатели стационарных процессов  
синтеза молочной кислоты при протоке D = 0,15 ч

-1
  

и продуктивности QP 3,0 г/(л·ч)  
 

Table 4. The parameters of the process when D=Dmax  
and D=Dmin 
 

Концентрация  
субстрата на входе 

в ферментатор, Sf, г/л 

Показатель 

S, г/л Х, г/л Р, г/л 

22,87 15,72 5,66 20,0 

15,90 1,75 5,66 20,0 

Значения Х, S, Р получены путем решения уравне-
ний (1)–(4). 

 

Как следует из данных, представленных в 
табл. 4, при постоянном протоке показатели ста-
ционарных режимов отличаются лишь показате-
лем концентрации субстрата в ферментаторе. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, представлен подход к оценке 

стационарных состояний биотехнологических 
процессов с нелинейной кинетикой биосинтеза, 
рассмотренный на примере процессов получе-
ния молочной кислоты. Кинетика процесса соот-
носится с использованием штамма микроорга-
низмов, потребляющего основной субстрат и не 
воспроизводящего побочных продуктов. Суще-
ствует множество штаммов, использующих сы-
рье наряду с основным субстратом и воспроиз-
водящих основной субстрат в процессе синтеза, 
а также образующих в достаточном количестве 
побочные продукты, которые в отдельных случа-
ях представляют самостоятельную ценность 
[16–21]. Математические модели таких процес-
сов имеют, конечно же, более сложный характер, 
однако, мы полагаем, что настоящая методоло-
гия может быть успешно использована и в этих 
вариантах. 
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